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В пособии описана методика решения задач по темам «Применение про-

изводной» и «Решение геометрических задач», построенная на алгоритмизации 

основных способов решения, что позволяет научить обучающихся решать раз-

нообразные задачи с использованием обобщенных алгоритмов. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

 

В современных школахежегодно существует проблема качества матема-

тического образования. Поставленная руководителями государства и региона 

задача в отношении повышения качества математического образования являет-

ся актуальной не только в аспекте наращивания профессионального (кадрового) 

потенциала для инновационной экономики, но и в аспекте индивидуального и 

личностного развития каждого школьника, поскольку изучение математики  и 

развитие математической компетентности «станет одним из основных показа-

телей  интеллектуального уровня человека, неотъемлемым элементом культуры 

и воспитанности, будет естественно интегрироваться в общегуманитарную 

культуру» (Концепция развития математического образования в Российской 

Федерации).  

Задача повышения качества математического образования актуальна не 

только с позиции «потребностей будущего», но и с позиции актуального со-

стояния математического образования. 

По данным исследований первокурсники вузов не приучены ни работать 

с литературой самостоятельно, ни ориентироваться в незнакомых нешаблонных 

ситуациях без подсказки опытного учителя. Об этом даже говорит процент ре-

шѐнных на ЕГЭ по математике творческих нетиповых задач.Поэтому вопросы, 

связанные с подготовкой к ЕГЭ по математике, до сих пор стоят довольно ост-

ро. 

Учителя математики понимают, что невозможно достичь высоких резуль-

татов по сдаче ЕГЭ без системной, долговременной и продуманной работы по 

подготовке обучающихся.  

Задания ЕГЭ рассчитаны на максимальное стимулирование нестандарт-

ного мышления при его выполнении. Невольно встает вопрос: «Как подгото-

вить всех детей к успешной сдаче ЕГЭ?». Научить школьника математике и 

подготовить к успешному написанию ЕГЭ по математике – это две абсолютно 

разные задачи. Думаю, что это осознает каждый школьный учитель.  

Задача учителей – дать равную возможность каждому выпускнику полу-

чить качественную подготовку к экзамену по математике, освоить тот объѐм 

знаний, умений и навыков, который необходим для успешной сдачи ЕГЭ и 

профессионального выбора. Обучающиеся, родители, учителя-предметники – 

все, заинтересованы в получении хороших результатов.Поэтому каждый педа-

гог ищет в своей работе наиболее эффективные формы, методы и технологии 

обучения. 

Данная методика подготовки обучающихся к ЕГЭ по математикесоздана 

в ходе анализа личного и опыта коллег использования приемов и методов ин-

дивидуальной практико-ориентированной системы обучения.Это – деятельно-

стная технология, в основе которой лежит педагогика понимания, и индивиду-

альный подход к обучению.  
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МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПО ТЕМЕ: «ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ» 

 

Рассмотрим решения заданий по теме: «Применение производной». 

Предложенная тема обусловлена несколькими причинами. Одной из них явля-

ется невысокий процент решающих задания с производной на диагностических 

и тренировочных работах, при сдаче ЕГЭ. И, конечно же, интересным аспектом 

для рассмотрения этой темы стали проблемы с интерпретацией учащимися 

графиков самой функции, производной и неумением учащихся внимательно 

«вчитываться» в текст задачи.  

Чтобы решить задание №7(профильный уровень),конечно,нужно хорошо 

знать теорию производной функции, но эти знания не всегда помогают уча-

щимся правильно выбрать математическую модель, которую нужно использо-

вать именно при решении этой конкретной задачи. В этом и состоит задача 

учителя: помочь ученику, разобраться о какой конкретной модели идет речь. 

Предлагаю Вам посмотреть на некоторые задания из открытого банка заданий 

по теме «Производная». Внешне эти задания абсолютно не похожи и кажется, 

что для решения каждой из этих задач существует свой способ решения, но это 

не совсем так. Здесь всего три принципиально разных математических модели.  

 

1) Исследование функции (в задаче есть слова возрастание, убы-

вание, экстремумы производная положительна и т.д.) В этом случае стро-

ится таблица связи функции и производной. И именно с ее помощью ищет-

ся решение.  

 

 
 

2) Физический смысл производной (в задаче идет речь о матери-

альной точке, законе движения, скорости, ускорении). В этом случае нужно 

взять производную закона движения получится закон скорости, и решать 

задачу далее по тексту. 

 

3) Геометрический смысл производной (в задаче обязательно присутст-

вует слово касательная). Геометрический смысл производной заключается в 

том, что численно производная функции в данной точке равна тангенсу угла, 
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образованного касательной, проведенной через эту точку к данной кривой, и 

положительным направлением оси Ох и производная в точке x0 равна угловому 

коэффициенту касательной к графику функции y=f(x) в этой точке, f
1
(х0)=к. 

 

 
 

Эти три задачи так отличаются по смыслу, а соответственно и по мате-

матической модели, что их невозможно спутать между собой. Обучающийся 

просто должен знать,когда и какой моделью ему воспользоваться. Давайте 

более подробно посмотрим на задачи из открытого банка заданий для подго-

товки к ЕГЭ. 

 

1) На рисунке изображѐн график функцииy=f(x). На оси абсцисс отме-

чены восемь точек:x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8.В скольких из этих точек производная 

функцииf(x)отрицательна? 
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Решение: При решении данной задачи следует применить схему иссле-

дования функции с помощью производной. Так как требуется найти точки, в 

которых функция отрицательна, достаточно указать точки, в которых функция 

убывает. Это точки х2,х4,х6,х8. 

Ответ: 4. 

 

2) На рисунке изображены график функцииy=f(x)и касательная к нему 

в точке с абсциссойx0.Найдите значение производной функцииf(x)в точкеx0. 

 

Решение:в условии задачи есть слово «касательная», а это значит, что 

при решении задания нужно использовать геометрический смысл производной: 

производная функции в точке равна коэффициенту прямой. Самый простой 

способ найти коэффициент – построить прямоугольный треугольник прямым 

углом вниз координата (4;-4), гипотенуза проходит через точки (4;8) и (0;-4). 

k=У/Х, k= 12/4=3. Осталось определить знак k, т.к. касательная возрастает, то k 

больше нуля. 

Ответ: 3. 

 

3) На рисунке изображѐн графикy=f′(x),производной 

функцииf(x),определѐнной на интервале(−9; 8). 

Найдите точку экстремума функцииf(x)на отрезке[−3; 3]. 
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Решение: При решении задачи требуется применить схему исследования 

функции по ее производной, т.к. в условии есть слово «экстремум». Экстремум 

- это мах и мin функции. На рисунке изображена производная, а это значит 

нужно найти точки, в которых она равна нулю - эти точки находятся на оси ОХ, 

а такая точка только одна. 

Ответ: 1. 

 

4) На рисунке изображѐн график функцииy=f(x), определѐнной на ин-

тервале (− 5; 9). Найдите количество точек, в которых производная 

функцииf(x)равна 0. 

 

 

Решение: в задаче есть слова «производная равна 0»,а это значит, что 

применяется схема исследования функции, но в отличи от задачи №3 на 

рисунке изображена функция, значит чтобы ответить на вопрос задачи нужно 

посчить колличество точек мах и мin функции входящих в данный промежуток. 

Их 6. 

Ответ: 6. 

Примечание: Особое внимание нужно обратить на промежуток на 

котором определена функция и о каком промежутке  идет речь в вопросе 

задачи, очень часто они не совпадают. 

 

5) На рисунке изображѐн график производной функцииy=f(x), опреде-

лѐнной на интервале(− 5; 9). Найдите количество точек, в которых касательные 

будут параллельны или совпадать с графиком функций y = -x + 5 (см. рисунок 

из задачи №4). 

Решение: несмотря на то, что в задании используется тот же рисунок, это 

задача, на совсем другую схему, т.к. в условии звучит слово «касательная», то 

это геометрический смысл производной и требуется понять из условия задачи, 

что k= -1, ведь коэффициент – это число стоящее перед Х в уравнении каса-

тельной. Если k= -1, то и производная равна -1, а таких точек на графике 3, по-

этому и количество искомых точек равно 3. 

Ответ: 3. 
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6) Материальная точка движется прямолинейно по закону 

x(t)=12t
2
+4t+27, где x — расстояние от точки отсчѐта в метрах, t — время в се-

кундах, измеренное с момента начала движения. Найдите еѐ скорость (в метрах 

в секунду) в момент времени t=2с. 

Решение:в решении этой задачи применяется физический смысл произ-

водной, т.к. в тексте задания присутствуют слова «материальная точка», «закон 

движения», «скорость». Скорость есть производная закона движения. Произ-

водная данного закона равна 24t+4 и при t=2с скорость будет равна 24х2+4=52. 

Ответ:52. 
 

7) Материальная точка движется прямолинейно по закону   x(t)=16 t
3
 − 

24t
2
 + 6t + 250, где x — расстояние от точки отсчѐта в метрах, t — время в се-

кундах, измеренное с момента начала движения. В какой момент времени (в се-

кундах) еѐ скорость была равна6 м/с? 

Решение: Здесь также применяется физический смысл производной, по-

этому нужно найти производную данного закона движения 48 t
2
-48t+6 это и 

есть скорость, осталось только приравнять ее к6 и решить полученное уравне-

ние. Корень уравнения t1=0 не подходит по условию задачи, а корень t2 =1 и 

есть ответ на данный вопрос. 

Ответ: 1. 
 

8) Прямая y= -6x + 7 является касательной к графику функции         

y=ax
2
 – 2x + 8. Найдите а. 

Решение: слово «касательная», которое звучит в условии задачи, указы-

вает на то, что при решении задачи применяется геометрический смысл произ-

водной. Производная данной функции равна коэффициенту прямой. Осталось 

решить уравнение 2ах-2=-6, т.к. уравнение имеет 2 переменные, то требуется 

наличие 2уравнения с этими же переменными. Касательная и функция имеют 

общую точку (это точка касания) поэтому второе уравнение имеет вид –

6х+7=ах
2
-2х+8. Решив систему этих 2 уравнений, получаем, а=4. 

Ответ: 4. 

 

9) На рисунке изображены график функции y=f(x) и касательная к не-

му в точке с абсциссой x0. Найдите значение производной функции f(x) в точке 

x0. 
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Решение: это геометрический смысл производной (есть слово касатель-

ная).  Значение производной в точке х0 равно k. Чтобы найти k нужно рассмот-

реть прямоугольный треугольник с прямым углом вниз и вершинами в точках (-

1;2),(-1;-3),(3;-3) k=У/Х (У=5 просто посчитать клетки вертикального катета; 

Х=4 посчитать клетки горизонтального катета). k=1,25. Теперь определим знак 

производной.Так как прямая убывающая, то k отрицательный, а значит произ-

водная отрицательная. 

Ответ: -1,25. 

  

10) На рисунках изображены графики функций видаy=kx+b. Установи-

те соответствие между графиками функций и значениями их производной 

в точкеx=1. 
 

ГРАФИКИ 

А) 

 

Б) 

 

 

 В) 

 

Г) 
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ЗНАЧЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ 

1) 0,2 

2) − 4,3 

3) − 0,8 

4) 5 
 

 

В таблице под каждой буквой укажите соответствующий номер. 

Решение: это задание №14 базового уровня, но здесь также применяется 

геометрический смысл производной. 

Графики А) и Б) возрастающие, значит производная положительная – это 

ответы1) и 4) Производная это скорость изменения функции, поэтому, чем 

«круче» прямая, тем больше производная А-1,Б-4. Графики В) и Г) убывающие, 

поэтому производная отрицательная, на графике Г) процесс убывания происхо-

дит более быстро поэтому В-3, Г-2. 

Ответ: 1432. 

 

11)  На рисунке изображены график функции и касательные, прове-

дѐнные к нему в точках с абсциссамиA,B,CиD. 

 

В правом столбце указаны значения производной функции в точкахA,B,C 

иD. Пользуясь графиком, поставьте всоответствие каждой точке значение про-

изводной функции вней. 

 

 

 

ТОЧКИ  ЗНАЧЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ 

A 
 

B 
 

C 
 

D 
  

 1) − 1,5 

2) 0,5 

3) 2 

4) − 0,3 
 

 

В таблице для каждой точки укажите номер соответствующего значения 

производной. 
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Решение: при решении данного задания (базовый уровень) также приме-

няется геометрический смысл производной. Рассуждения в этой задаче анало-

гичны предыдущему решению. А-3 (график в этой точке более интенсивно воз-

растает), Д-2 (график возрастает), С-1 (график более интенсивно убывает), В-4. 

 

 

 
ТЕМА: «РЕШЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ» 

 

В геометрических задачах № 13, № 16 (базовый уровень) и № 8 (про-

фильный уровень) каждый второй ученик делает ошибки. Здесь тоже существу-

ет довольно полезный механизм поиска решения, который состоит из 3 вопро-

сов, которые должен задать себе обучающийся (порядок вопросов менять нель-

зя). 

1) Может быть это подобие (в задаче есть 2 фигуры, внешне погожи 

одна на другую, но разные по размеру), если да, то записать k– это изменение 

любого линейного размера, k
2
 – если речь идет о площади, k

3
 – если речь идет 

об объеме. 

2) Может быть отрезана часть, если да, то нужно обязательно понять 

какая. 

Примеры: 

1) в треугольнике проведена средняя линия, она отсекает 1/4 часть;   

2) через середины соседних сторон квадрата проведен отрезок, он отсека-

ет 1/8 часть от всего квадрата; 

3) в правильном шестиугольнике АВСДЕК проведена диагональ АС, она 

отсекает треугольник, равный 1/6 всего шестиугольника и такие части можно 

увидеть и при решении многих других задач.  

Ученик просто должен знать, что если он ответил на этот вопрос утверди-

тельно, то следующим этапом является, понимание какую часть он будет рас-

сматривать. 

3) Если на первые два вопроса получен отрицательный ответ, то это 

формула и возможно теорема Пифагора. В тексте звучит название формулы 

(объем, площадь поверхности и т.д.). В этом случае записать формулу и все 

правильно подставить. Здесь часто встречается теорема Пифагора. Наличие 

корней в тексте задачи почти прямое указание на эту теорему. 

 

Теперь более подробно разберем эту схему при решении задач. 

1)  В правильной четырѐхугольной пирамиде высота равна 2, боковое 

ребро равно 5. Найдите еѐ объѐм. 
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Решение: Это не подобие, это не части, значит здесь применяется 

формула объема пирамиды  и теорема Пифагора. Боковое ребро,высота и 

половина диагонали основания составляют прямоугольный треугольник. По 

теореме Пифагора найдем половину диагонали основания. Она равна 

квадратному корню из 21.Диагональ основания и стороны квадрата также 

представляют собой прямоугольный  равнобедренний треугольник. Поэтому по 

теореме Пифагора найдем сторону квадрата. Сторона равнаквадратный корень 

из 42. Теперь осталось найти объем пирамиды по формуле:V=1\3 SOCHh. V=1\3 

х42х2=28. 

Ответ: 28. 

2) Впрямоугольном 

параллелепипедеABCDA1B1C1D1рѐбраDA,DCи 

диагональDA1боковой грани равны соответственно 

3, 5 и√34. Найдите объѐм 

параллелепипедаABCDA1B1C1D1. 

Решение:Это не подобие, это не части, зна-

чит, здесь применяется формула объема параллеле-

пипеда и теорема Пифагора. По теореме Пифагора 

найдем высоту, она равна 5. Объем равен произве-

дению измерений параллелепипеда 5х5х3=75 

Ответ: 75 

 

 

 

2) В сосуде, имеющем форму конуса, уровень жидкости достига-

ет0,5высоты. Объѐм сосуда 1600 мл. Чему равен объѐм налитой жидкости? От-

вет дайтев миллилитрах(см. рисунок задачи №4). 

Решение: это подобие. Значит нужно определить k(изменение линейного 

размера) k=1/2,т.к. уровень жидкости достигает середины высоты.k
3
=1/8 (речь в 

задаче об объеме), поэтому объем налитой жидкости 1600:8=200. 

Ответ: 200. 
 

3) В сосуде, имеющем форму конуса, налили 25 мл жидкости до поло-

вины высоты сосуда. Сколько миллилитров жидкости нужно долить в сосуд, 

чтобы заполнить его доверху? 
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Решение: это подобие, k=1/2, k
3
=1/8. Объем всего конуса равен 25х8=200мл, 

значит нужно долить 200 – 25=175мл. 

Ответ: 175. 

 

Примечание: в задачах сприменением подобия не нужно записывать 

формулы обьемов и площадей фигур это только усложняет решение задачи. 

 

4) Даны два шара с радиусами 4 и 1. Во сколь-

ко раз объѐм большего шара больше объѐма меньшего? 

Решение: это тоже подобие. k=4, k
3
=64. Объем 

большего шара в 64 раза больше меньшего. 

Ответ: 64 

 

5) Даны два шара радиусом 6 и 1. Во сколько раз площадь поверхно-

сти большого шара больше площади поверхности другого? 

Решение: еще одна задача на подобие, но здесь коэффициент нужно воз-

вести в квадрат, т.к. речь идет о площади. k=6, k
2
=36. 

Ответ:36. 

 

6) Объем данного правильного тетраэдра равен 64 см
3
. Найдите объем 

правильного тетраэдра, ребро которого в 2 раза меньше ребра данного тетраэд-

ра. 

Решение: это тоже подобие k=2 (одно ребро больше другого в 2 раза), 

k
3
=8, 64:8=8см

3
– объем полученного тетраэдра. 

Ответ: 8. 
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7) Объем треугольной призмыравен 76. Через сред-

нюю линию основания призмы проведена плоскость, парал-

лельная боковому ребру. Найдите объем отсеченной тре-

угольной призмы. 

Решение: это не подобие, это части. Объем отсеченной 

призмы занимает 4 часть от первоначальной призмы. 

76:4=19. 

Ответ: 19. 

 

8) Найдите объѐм многогранника, вершинамикоторого являются вер-

шины A, В, С, A1,В1, С1, правильной шестиугольной призмы 

ABCDEFA1B1C1D1E1F1, площадь основания которойравна 9, а боковое ребро 

равно 11. 

 

Решение: это не подобие, это части. Многогранник составляет 1/6 часть 

всей призмы. Объем призмы равен 9х11=99, 99:6=16,5. 

Ответ: 16,5. 

 

9) Прямоугольный параллелепипед описан около цилиндра, радиус 

основания и высота которого равны 2. Найдите объѐм параллелепипеда. 

 
Решение: Это не подобие, это не части, значит, здесь применяется фор-

мула объема параллелепипеда. Найдем его измерения: длина равна 4(два ра-

диуса), ширина равна 4 (два радиуса), высота 2, значит объем равен 4х4х2=32 

Ответ: 32. 
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10) Около конуса описана сфера (сфера содержит окружность основа-

ния конуса и его вершину). Центр сферы совпадает с центром основания кону-

са. 

 
 

Радиус сферы равенкорень из 128.Найдите образующую конуса. 

 

Решение: Это не подобие, это не части, здесь даже нет названия форму-

лы, значит –это теорема Пифагора. Высота конуса (это также и радиус сферы), 

радиус основания конуса (это также и радиус сферы) и образующая конуса об-

разуют равнобедренный прямоугольный треугольник. По теореме Пифагора 

образующая равна 16. 

Ответ: 16. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В данном пособии приведены примеры по двум темам решения заданий 

ЕГЭ по математике. Но такую систематизацию знаний можно сделать для лю-

бых заданий ЕГЭ.  

Такая методика особенно актуальна для профильного уровня, где просто 

работать по алгоритмам решения знакомых задач у ребят не получается. Разно-

образие задач так велико, что выучить все задания и их способы решения очень 

проблематично, принимая во внимание кратковременную память, которая 

встречается у многих современных школьников, и их информационную загру-

женность.  

Поэтому в современных условиях успешность обучения и его результаты 

во многом зависят от учителя и его умения дать ученику те несложные инстру-

менты, которые помогут ему при решении незнакомой для него задачи. 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  


